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干摩擦对称黏滑响应的级数解及
黏滑边界特性
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摘　　　要：针对航空发动机中的摩擦振动问题，给出了对称黏滑运动摩擦力的分段表达式．利用谐波平衡

方法推导了具有偶数次黏着的黏滑运动的级数形式解析解，并基于该解析解给出了参数平面内的黏滑边界

线方程．黏滑运动响应仅包含奇次谐波成分，在奇次分数倍频处存在超谐次共振．当频率比小于０．４时，黏滑

边界线呈现凸凹交替特征，局部极小值位于各阶超谐次共振频率处．黏性阻尼增大能够缩小无黏着运动的参

数范围，但在各阶超谐共振频率附近，黏性阻尼增大会扩大无黏着运动的参数区域．
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　　干摩擦振动问题在航空动力机械设备中广泛
存在．一方面，干摩擦结构常被用于耗能阻尼减
振，如航空发动机叶片减振中的叶冠、拉金、缘板及
叶根摩擦阻尼装置、针对转子系统的弹支干摩擦阻

尼器等；另一方面，发动机部件中可能存在各种有
害摩擦作用，如当转子与密封件发生碰摩时，会引
起轴系异常振动和零件磨损，造成发动机故障．
在某些工况条件下，航空发动机中的干摩擦
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系统会出现黏滑振动，这种特殊的振动形式可能
会对发动机性能造成较大影响．因此，在阻尼耗能
机理、致振机理等方面对干摩擦黏滑运动开展研
究具有重要的意义．在黏滑运动研究中，黏着发生
的条件和黏滑边界特性受到了广泛关注．如果能
够给出黏着发生的参数条件，就能更有效地避免
或利用干摩擦系统的黏滑运动特性，为航空发动
机的结构设计和振动监测提供指导．Ｌｉｍ 和

Ｃｈｅｎ［１］对单自由度皮带驱动干摩擦振子的黏滑
特性进行了理论和实验研究，结果表明黏滑运动
和稳态滑动运动之间的分界对应着系统分岔从超

临界向亚临界的转变．Ｂａｔａｋｏ和Ｌａｌｏｒ［２］研究了
两自由度皮带驱动干摩擦振子的分岔特性，指出
可以从两参数分岔图来识别不同黏滑运动状态及

其之间的转换．Ｌｉａｎｇ和Ｆｅｅｎｙ［３］对干摩擦振子黏
滑转换特性的仿真和实验研究果表明，小波方法
可以有效地在频域和时域内识别出黏滑转换区间

的动力学特性．Ｌｕｏ和 Ｇｅｇｇ［４－５］基于微分包含理
论对非光滑系统开展研究，给出了连通映射结构，
提出了黏滑运动和擦边分岔发生的准则和判断条

件．Ｈｏｎｇ和Ｌｉｕ［６－７］对简谐激励下无黏性阻尼干
摩擦振子的黏滑运动进行了分析，绘制了参数平
面内干摩擦振子黏着次数的分布图．郭树起、杨绍
普等［８－９］在Ｄｅｎ　Ｈａｒｔｏｇ和 Ｈｏｎｇ等人关于摩擦振
子无黏着运动解研究的基础上，采用弱化的假设
条件，证明系统解具有对称性，给出了不同黏性阻
尼条件下纯滑动运动的统一解析表达式，并给出
了黏滑边界（ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ　ｂｏｕｎｄａｒｙ，ＳＳＢ）．Ｌｉｕ和

Ｃｈａｎｇ［１０］，Ａｎｄｒｅａｕｓ等［１１］分别指出采用依赖于
速度的干摩擦模型对皮带驱动黏滑系统进行研究

时，存在发生黏着的临界传动速度．Ｄｕａｎ等［１２－１３］

研究了纯滑至黏滑状态的边界预测问题，提出了
基于扭矩假设和速度轮廓的解析方法．丁旺才和
张有强等［１４－１５］发展了干摩擦系统滑动状态与黏

着状态分界点的理论判定方法，并利用数值结果
验证了其方法的有效性．
上述研究是基于对黏滑运动的数值、解析或

准解析研究进行的，其中解析和准解析解对航空
动力机械摩擦振动问题具有更加重要的意义．由
于干摩擦系统是典型的Ｆｉｌｉｐｐｏｖ系统，其非光滑
特性给解析求解带来了较大困难，对黏滑响应的
解析求解多是采用分段、拼缝等方法求解，然后基
于纯滑动运动分析得到黏着边界［６，８－９］．这些解析
求解方法过程较为复杂，通用性不够好．为此，本
文寻求具有全局意义的对称黏滑响应级数形式解

析解，给出黏着边界方程并讨论黏滑边界特性，为
航空发动机的减振降噪和振动监测提供设计准则

和技术依据．

１　对称黏滑运动中的摩擦力

航空动力机械干摩擦振动问题一般可以按照

含黏性阻尼干摩擦受迫振动问题进行建模和分

析．简谐激励作用下单自由度摩擦振子的动力学
方程为

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ＝Ｆ０ｓｉｎ（ωｔ＋φ）＋Ｆｆ （１）
其中Ｆ０ 和ω分别是简谐激励力幅值和角频率，φ
是位移响应落后于简谐激励力的相位角，Ｆｆ是摩
擦力．
摩擦力遵守集值库仑定律

Ｆｆ∈
－μＮ ｘ＞０

［－μＮ，μＮ］ｘ＝０

μＮ ｘ＜
烅
烄

烆 ０

（２）

　　图１给出了式（１）所示系统黏滑运动稳态响
应的仿真结果，在一个激励周期内，系统发生了４
次黏着．

图１　黏滑运动响应和摩擦力曲线

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ａｎｄ　ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ　ｆｏｒｃｅ　ｃｕｒｖｅｓ

９３
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由动力学方程和仿真结果可知，对称黏滑运
动的稳态响应具有以下特点：

１）周期性：其周期与简谐激励周期相同，即

Ｔ＝２π／ω．
２）对称性，即

ｘ（ｔ）＝－ｘ　ｔ＋Ｔ（ ）２
Ｆｆ（ｔ）＝－Ｆｆｔ＋Ｔ（ ）
烅

烄

烆 ２

（３）

　　３）黏着和滑动阶段交替出现．在黏着阶段，
系统位移不变，静摩擦力大小由受力平衡决定．
设在一个激励周期内，系统响应发生２ｒ次黏

着，并设半周期内第ｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）个滑动阶段
始末时间点分别为Ｔａ，ｉ和Ｔｂ，ｉ．由于黏着和滑动
阶段交替出现，紧随其后的黏着阶段始末时间点
为Ｔｂ，ｉ和Ｔａ，ｉ＋１．根据摩擦定律，第ｉ个滑动阶段
的摩擦力为

Ｆｆ＝－μＮｓｇｎ（ｘ）　ｔ∈ ［Ｔａ，ｉ，Ｔｂ，ｉ） （４）

　　设第ｉ个黏着阶段的位移幅值为ｘａ，ｉ，该黏着
阶段摩擦力可以根据受力平衡给出

Ｆｆ＝ｋｘａ，ｉ－Ｆ０ｓｉｎ（ωｔ＋φ）

ｔ∈ ［Ｔｂ，ｉ，Ｔａ，ｉ＋１） （５）

　　不失一般性，可以将时间周期［０，Ｔ）内的摩
擦力表示为

Ｆｆ＝

μＮ　 ｔ∈ ［Ｔａ，１，Ｔｂ，１）

ｋｘａ，１－Ｆ０ｓｉｎ（ωｔ＋φ） ｔ∈ ［Ｔｂ，１，Ｔａ，２）
 　　　

μＮ　 ｔ∈ ［Ｔａ，ｒ，Ｔｂ，ｒ）

ｋｘａ，ｒ－Ｆ０ｓｉｎ（ωｔ＋φ） ｔ∈ ［Ｔｂ，ｒ，Ｔａ，ｒ＋１）

－μＮ　 ｔ∈
Ｔ
２
，Ｔ
２＋Ｔｂ，［ ）１

－ｋｘａ，１－Ｆ０ｓｉｎ（ωｔ＋φ）ｔ∈
Ｔ
２＋Ｔｂ，１

，Ｔ
２＋Ｔａ，［ ）２

 　　　

－μＮ　 ｔ∈
Ｔ
２＋Ｔａ，ｒ

，Ｔ
２＋Ｔｂ，［ ）ｒ

－ｋｘａ，ｒ－Ｆ０ｓｉｎ（ωｔ＋φ）ｔ∈
Ｔ
２＋Ｔｂ，ｒ

，［ ）

烅

烄

烆
Ｔ

（６）

　　注意式（６）中的特殊时间点

Ｔａ１ ＝０　Ｔａ，ｒ＋１ ＝Ｔ２
（７）

２　黏滑运动响应的级数形式解

２．１　摩擦力的级数形式

将式（６）给出的摩擦力展开为傅里叶级数形式

Ｆｆ＝ａ０２＋∑
＋∞

ｎ＝１

［ａｎｃｏｓ（ｎωｔ）＋ｂｎｓｉｎ（ｎωｔ）］

（８）

　　积分可以得到各项系数ａ０，ｂ０ 和ｂｎ 为

ａ０ ＝０ （９）

ａｎ ＝２∑
ｒ

ｉ＝１
ａｎ，ｉ （１０）

ｂｎ ＝２∑
ｒ

ｉ＝１
ｂｎ，ｉ （１１）

式（１０）和式（１１）中各项ａｎ，ｉ和ｂｎ，ｉ如式（１２）～式
（１５）所示，其中ｉ＝１，２，…，ｒ．

当ｎ＝１时

ａ１，ｉ ＝μＮπ
［ｓｉｎ（ωＴｂ，ｉ）－ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ）］＋ｋｘａ，ｉπ

［ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（ωＴｂ，ｉ）］＋

Ｆ０ｃｏｓφ
４π

［ｃｏｓ（２ωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（２ωＴｂ，ｉ）］－Ｆ０ｓｉｎφ４π
［ｓｉｎ（２ωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（２ωＴｂ，ｉ）＋２ω（Ｔａ，ｉ＋１－Ｔｂ，ｉ）］

（１２）

ｂ１，ｉ ＝－μＮπ
［ｃｏｓ（ωＴｂ，ｉ）－ｃｏｓ（ωＴａ，ｉ）］－ｋｘａ，ｉπ

［ｃｏｓ（ωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（ωＴｂ，ｉ）］＋

Ｆ０ｃｏｓφ
４π

［ｓｉｎ（２ωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（２ωＴｂ，ｉ）－２ω（Ｔａ，ｉ＋１－Ｔｂ，ｉ）］＋
Ｆ０ｓｉｎφ
４π

［ｃｏｓ（２ωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（２ωＴｂ，ｉ）］

（１３）

０４



　第１期 钱大帅等：干摩擦对称黏滑响应的级数解及黏滑边界特性

　　当ｎ＝３，５，７，…，时

ａｎ，ｉ ＝μＮｎπ
［ｓｉｎ（ｎωＴｂ，ｉ）－ｓｉｎ（ｎωＴａ，ｉ）］＋ｋｘａ，ｉｎπ

［ｓｉｎ（ｎωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（ｎωＴｂ，ｉ）］＋

Ｆ０ｃｏｓφ
２π

ｃｏｓ（ｎ＋１）ωＴａ，ｉ＋１－ｃｏｓ（ｎ＋１）ωＴｂ，ｉ

ｎ＋１ －ｃｏｓ
（ｎ－１）ωＴａ，ｉ＋１－ｃｏｓ（ｎ－１）ωＴｂ，ｉ

ｎ－［ ］１ －

Ｆ０ｓｉｎφ
２π

ｓｉｎ（ｎ＋１）ωＴａ，ｉ＋１－ｓｉｎ（ｎ＋１）ωＴｂ，ｉ

ｎ＋１ ＋ｓｉｎ
（ｎ－１）ωＴａ，ｉ＋１－ｓｉｎ（ｎ－１）ωＴｂ，ｉ

ｎ　－［ ］１
（１４）

ｂｎ，ｉ ＝－μＮｎπ
［ｃｏｓ（ｎωＴｂ，ｉ）－ｃｏｓ（ｎωＴａ，ｉ）］－ｋｘａ，ｉｎπ

［ｃｏｓ（ｎωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（ｎωＴｂ，ｉ）］＋

Ｆ０ｃｏｓφ
２π

ｓｉｎ（ｎ＋１）ωＴａ，ｉ＋１－ｓｉｎ（ｎ＋１）ωＴｂ，ｉ

ｎ＋１ －ｓｉｎ
（ｎ－１）ωＴａ，ｉ＋１－ｓｉｎ（ｎ－１）ωＴｂ，ｉ

ｎ　－［ ］１ ＋

Ｆ０ｓｉｎφ
２π

ｃｏｓ（ｎ＋１）ωＴａ，ｉ＋１－ｃｏｓ（ｎ＋１）ωＴｂ，ｉ

ｎ＋１ ＋ｃｏｓ
（ｎ－１）ωＴａ，ｉ＋１－ｃｏｓ（ｎ－１）ωＴｂ，ｉ

ｎ　－［ ］１
（１５）

　　所得各谐波项系数表达式只包含奇次谐波
项，因此摩擦力可以表达为

Ｆｆ＝ ∑
＋∞

ｎ＝１，３，…
［ａｎｃｏｓ（ｎωｔ）＋ｂｎｓｉｎ（ｎωｔ）］

（１６）

２．２　谐波平衡过程

令

Ａ１ ＝ａ１＋Ｆ０ｓｉｎφ　Ｂ１ ＝ｂ１＋Ｆ０ｃｏｓφ
Ａｎ ＝ａｎ　Ｂｎ ＝ｂｎ　ｎ＝３，５，７，…

（１７）
可以将式（１）改写为

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ＝

∑
＋∞

ｉ＝１，３，…
［Ａｎｃｏｓ（ｎωｔ）＋Ｂｎｓｉｎ（ｎωｔ）］ （１８）

　　设系统位移响应为

ｘ＝ ∑
＋∞

ｎ＝１，３，…
［ｇｎｃｏｓ（ｎωｔ）＋ｈｎｓｉｎ（ｎωｔ）］

（１９）

　　定义　固有频率ω０ ＝ ｋ／槡 ｍ，力幅比Ｒ＝

μＮ
Ｆ０
，黏性阻尼比ζ＝

ｃ
２ｍω０

，频率比ξ＝
ω
ω０
和

ξｎ ＝ｎξ，并令

Ｐｎ ＝ １－ξ
２
ｎ

（１－ξ
２
ｎ）２＋（２ζξｎ）

２

Ｑｎ ＝ ２ζξｎ
（１－ξ

２
ｎ）２＋（２ζξｎ）

２ （２０）

　　将式（１９）代入到方程（１８）中，令方程两端同
次谐波项系数相等，就可以得到位移响应式（１９）

的系数表达式ｇｎ 和ｈｎ，进一步求得位移响应的
级数形式解析解为

ｘ＝ ∑
＋∞

ｎ＝１，３，…

ＰｎＡｎ－ＱｎＢｎ
ｋ ｃｏｓ（ｎωｔ）［ ＋

ＱｎＡｎ＋ＰｎＢｎ
ｋ ｓｉｎ（ｎωｔ ］） （２１）

　　从式（２１）可以看出，黏滑运动响应只包含奇
次谐波成分，这与动力机械摩擦振动系统实验测
试的频谱分析结果一致．同时，黏滑响应只与干摩
擦系统的力幅比、频率比和黏性阻尼比有关．

２．３　待定参数及求解条件

根据上面的推导，式（２１）给出的响应表达式
中共有３ｒ个未知参数：①相位角φ；②上半周期
内各黏着阶段的位移ｘａ，ｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）；③上半
周期内各黏着阶段的开始时间点 Ｔａ，ｉ（ｉ＝２，

３，…，ｒ）；④上半周期内各黏着阶段的结束时间点

Ｔｂ，ｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）．可以根据下述条件进行求解．
１）当ｔ＝Ｔａ，ｉ＋１时，位移和速度响应分别为

ｘ｜ｔ＝Ｔａ，ｉ＋１ ＝ｘａ，ｉ　ｉ＝１，２，…，ｒ （２２）

ｘ｜ｔ＝Ｔａ，ｉ＋１ ＝０　ｉ＝１，２，…，ｒ （２３）

　　２）在黏着阶段结束、滑动阶段开始的时间
点，根据系统受力平衡，有

ｋｘａ，ｉ ＝

Ｆ０ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ＋１＋φ）＋μＮ
ｉ＝１，…，ｒ－１

Ｆ０ｓｉｎ（ωＴａ，ｒ＋１＋φ）－μＮ
ｉ＝

烅

烄

烆 ｒ

（２４）

　　由式（２２）～式（２４）导出关于３ｒ个未知参数
的代数方程组，求解出参数后，可以得到具有２ｒ
次黏着的对称黏滑响应．
从推导过程和解的形式可以看出，级数形式

解析解将滑动阶段和黏着阶段进行统一处理，并
不进行分段求解和拼接处理，是一种全局形式解．

３　黏滑边界方程

黏滑运动响应的级数形式解析解可以用于航

空发动机摩擦振动问题的预测和监测．在航空发
动机摩擦耗能阻尼减振结构中，通常要避免黏着
的发生以更好地利用接触面的滑动运动进行耗

１４
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能．为合理设计摩擦结构并选择合适的摩擦压紧
力，需要给出摩擦结构发生黏着的基本条件，即黏
滑边界．
为给出黏滑边界方程，根据上面的推导，将式

（２４）代入到式（１９）中，消去ｘａ，ｉ，可以将Ａｎ，Ｂｎ 按
照φ整理为

Ａｎ ＝μＮａ０，ｎ＋ａｓ，ｎＦ０ｓｉｎφ＋ａｃ，ｎＦ０ｃｏｓφ
（２５）

Ｂｎ ＝μＮｂ０，ｎ＋ｂｓ，ｎＦ０ｓｉｎφ＋ｂｃ，ｎＦ０ｃｏｓφ
（２６）

其中各项系数ａ０，ｎ，ａｓ，ｎ，ａｃ，ｎ，ｂ０，ｎ，ｂｓ，ｎ，ｂｃ，ｎ由式
（２７）～式（３８）给出．

当ｎ＝１时

ａ０，１ ＝２∑
ｒ－１

ｉ＝１

ｓｉｎ（ωＴｂ，ｉ）－ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ）
π ＋ｓｉｎ

（ωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（ωＴｂ，ｉ）［ ］π ＋

２ｓｉｎ
（ωＴｂ，ｒ）－ｓｉｎ（ωＴａ，ｒ）

π －ｓｉｎ
（ωＴａ，ｒ＋１）－ｓｉｎ（ωＴｂ，ｒ）［ ］π

（２７）

ａｓ，１ ＝１＋２∑
ｒ

ｉ＝１

ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（ωＴｂ，ｉ）
π

ｃｏｓ（ωＴａ，ｉ＋１）［ －

ｓｉｎ（２ωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（２ωＴｂ，ｉ）＋２ω（Ｔａ，ｉ＋１－Ｔｂ，ｉ）
４ ］π

（２８）

ａｃ，１ ＝２∑
ｒ

ｉ＝１

ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（ωＴｂ，ｉ）
π

ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ＋１）＋
ｃｏｓ（２ωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（２ωＴｂ，ｉ）

４［ ］π
（２９）

ｂ０，１ ＝２∑
ｒ－１

ｉ＝１
－ｃｏｓ

（ωＴｂ，ｉ）－ｃｏｓ（ωＴａ，ｉ）
π －ｃｏｓ

（ωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（ωＴｂ，ｉ）［ ］π ＋

２ －ｃｏｓ
（ωＴｂ，ｒ）－ｃｏｓ（ωＴａ，ｒ）

π ＋ｃｏｓ
（ωＴａ，ｒ＋１）－ｃｏｓ（ωＴｂ，ｒ）［ ］π

（３０）

ｂｓ，１ ＝２∑
ｒ

ｉ＝１
－ｃｏｓ

（ωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（ωＴｂ，ｉ）
π

ｃｏｓ（ωＴａ，ｉ＋１）＋
ｃｏｓ（２ωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（２ωＴｂ，ｉ）

４［ ］π
（３１）

ｂｃ，１ ＝１＋２∑
ｒ

ｉ＝１
－ｃｏｓ

（ωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（ωＴｂ，ｉ）
π

ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ＋１）［ ＋

ｓｉｎ（２ωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（２ωＴｂ，ｉ）－２ω（Ｔａ，ｉ＋１－Ｔｂ，ｉ）
４ ］π

（３２）

　　当ｎ＝３，５，７，…，时

ａ０，ｎ ＝２∑
ｒ－１

ｉ＝１

ｓｉｎ（ｎωＴｂ，ｉ）－ｓｉｎ（ｎωＴａ，ｉ）
ｎπ ＋ｓｉｎ

（ｎωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（ｎωＴｂ，ｉ）
ｎ［ ］π ＋

２ｓｉｎ
（ｎωＴｂ，ｒ）－ｓｉｎ（ｎωＴａ，ｒ）

ｎπ ＋ｓｉｎ
（ｎωＴａ，ｒ＋１）－ｓｉｎ（ｎωＴｂ，ｒ）

ｎ［ ］π
（３３）

ａｓ，ｎ ＝２∑
ｒ

ｉ＝１

ｓｉｎ（ｎωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（ｎωＴｂ，ｉ）
ｎπ

ｃｏｓ（ωＴａ，ｉ＋１）－

ｓｉｎ（ｎ＋１）ωＴａ，ｉ＋１－ｓｉｎ（ｎ＋１）ωＴｂ，ｉ

２π（ｎ＋１） －ｓｉｎ
（ｎ－１）ωＴａ，ｉ＋１－ｓｉｎ（ｎ－１）ωＴｂ，ｉ

２π（ｎ－１

熿

燀

燄

燅）

（３４）

ａｃ，ｎ ＝２∑
ｒ

ｉ＝１

ｓｉｎ（ｎωＴａ，ｉ＋１）－ｓｉｎ（ｎωＴｂ，ｉ）
ｎπ

ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ＋１）＋

ｃｏｓ（ｎ＋１）ωＴａ，ｉ＋１－ｃｏｓ（ｎ＋１）ωＴｂ，ｉ

２π（ｎ＋１） －ｃｏｓ
（ｎ－１）ωＴａ，ｉ＋１－ｃｏｓ（ｎ－１）ωＴｂ，ｉ

２π（ｎ－１

熿

燀

燄

燅）

（３５）

ｂ０，ｎ ＝２∑
ｒ－１

ｉ＝１
－ｃｏｓ

（ｎωＴｂ，ｉ）－ｃｏｓ（ｎωＴａ，ｉ）
ｎπ －ｃｏｓ

（ｎωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（ｎωＴｂ，ｉ）
ｎ［ ］π ＋

２ －ｃｏｓ
（ｎωＴｂ，ｒ）－ｃｏｓ（ｎωＴａ，ｒ）

ｎπ ＋ｃｏｓ
（ｎωＴａ，ｒ＋１）－ｃｏｓ（ｎωＴｂ，ｒ）

ｎ［ ］π
（３６）

ｂｓ，ｎ ＝２∑
ｒ

ｉ＝１
－ｃｏｓ

（ｎωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（ｎωＴｂ，ｉ）
ｎπ

ｃｏｓ（ωＴａ，ｉ＋１）［ ＋

ｃｏｓ（ｎ＋１）ωＴａ，ｉ＋１－ｃｏｓ（ｎ＋１）ωＴｂ，ｉ

２π（ｎ＋１） ＋ｃｏｓ
（ｎ－１）ωＴａ，ｉ＋１－ｃｏｓ（ｎ－１）ωＴｂ，ｉ

２π（ｎ－１ ］） （３７）

２４
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ｂｃ，ｎ ＝２∑
ｒ

ｉ＝１
－ｃｏｓ

（ｎωＴａ，ｉ＋１）－ｃｏｓ（ｎωＴｂ，ｉ）
ｎπ

ｓｉｎ（ωＴａ，ｉ＋１）［ ＋

ｓｉｎ（ｎ＋１）ωＴａ，ｉ＋１－ｓｉｎ（ｎ＋１）ωＴｂ，ｉ

２π（ｎ＋１） －ｓｉｎ
（ｎ－１）ωＴａ，ｉ＋１－ｓｉｎ（ｎ－１）ωＴｂ，ｉ

２π（ｎ－１ ］） （３８）

　　由于位移响应具有连续性，当ｔ＝Ｔ／２时，

ｘ＝ｘａ，ｒ，并注意到当ｔ＝Ｔ／２时有

ｋｘａ，ｒ ＝Ｆ０ｓｉｎ（ωｔ＋φ）－μＮ
　　利用响应表达式（２１），得到

∑
＋∞

ｎ＝１，３，…
［－（ＰｎＡｎ－ＱｎＢｎ）］＝－Ｆ０ｓｉｎφ－μＮ

（３９）
同时，当ｔ＝Ｔ／２时，ｘ＝０，即

∑
＋∞

ｎ＝１，３，…
［－ｎ（ＱｎＡｎ＋ＰｎＢｎ）］＝０ （４０）

　　将式（２５）和式（２６）代入到式（３９）和式（４０）
中，整理可以得到

ｆ１Ｒ＋ｆ２ｓｉｎφ＋ｆ３ｃｏｓφ＝０

ｆ４Ｒ＋ｆ５ｓｉｎφ＋ｆ６ｃｏｓφ＝｛ ０
（４１）

其中

ｆ１ ＝－１＋ ∑
＋∞

ｉ＝１，３，…
（Ｐｎａｎ，０－Ｑｎｂｎ，０）

ｆ２ ＝－１＋ ∑
＋∞

ｉ＝１，３，…
（Ｐｎａｎ，ｓ－Ｑｎｂｎ，ｓ）

ｆ３ ＝ ∑
＋∞

ｉ＝１，３，…
（Ｐｎａｎ，ｃ－Ｑｎｂｎ，ｃ）

ｆ４ ＝ ∑
＋∞

ｉ＝１，３，…
ｎ（Ｑｎａｎ，０＋Ｐｎｂｎ，０）

ｆ５ ＝ ∑
＋∞

ｉ＝１，３，…
ｎ（Ｑｎａｎ，ｓ＋Ｐｎｂｎ，ｓ）

ｆ６ ＝ ∑
＋∞

ｉ＝１，３，…
ｎ（Ｑｎａｎ，ｃ＋Ｐｎｂｎ，ｃ）

　　从式（４１）中消去φ，得到
［（ｆ３ｆ４－ｆ１ｆ６）２＋（ｆ１ｆ５－ｆ２ｆ４）２］Ｒ２ ＝

（ｆ２ｆ６－ｆ３ｆ５）２ （４２）
式（４２）就是干摩擦振子对称黏滑运动的参数控制
方程，这些参数包括系统频率比、力幅比、黏性阻
尼比，以及各阶段时间点Ｔａ，ｉ和Ｔｂ，ｉ．
根据Ｔａ，ｉ和Ｔｂ，ｉ的定义，当系统响应无黏着

时，各黏着阶段时间长度为０，各时间点应当满足

Ｔａ，１ ＝０　 Ｔａ，ｒ＋１ ＝Ｔ／２
Ｔｂ，ｉ ＝Ｔａ，ｉ＋１　 ｉ＝１，…，烅
烄

烆 ｒ
（４３）

　　将式（４３）代入到式（４２）中，可以解出ξ－Ｒ参
数平面内干摩擦振子发生无黏着与有黏着运动的

分界线，即黏滑边界方程

Ｒｓｓｂ＝
［Ｐ１（Ｐ１－１）＋Ｑ２１］２

－４Ｑ１π∑ｎ Ｐｎ＋Ｐ１＋
４Ｐ１
π∑ｎ

Ｑｎ［ ］ｎ
２

＋ －Ｑ１－４Ｑ１π∑ｎ
Ｑｎ
ｎ －

４（Ｐ１－１）
π ∑

ｎ
Ｐ［ ］ｎ槡

２ （４４）

４　黏滑边界特性分析

４．１　黏滑边界分布特性

根据黏着边界方程给出黏着边界线如图２和
图３所示．给定激励频率比ξ，当力幅比Ｒ大于边
界线给出的边界值Ｒｓｓｂ时，干摩擦系统响应存在
黏着，反之发生无黏着的纯滑动运动．需要注意的
是，当参数发生变化越过黏滑边界线时，系统可能
从纯滑动运动状态直接转变为黏着次数为２次、４
次或更多次的黏滑运动．
黏性阻尼增大能够缩小纯滑动运动的参数区

域范围．在频率比较小（ξ＜２０）时，黏性阻尼对黏
滑边界线的影响较为显著，而在频率比较大（ξ＞
４０）时，对黏着边界线影响较小．这与文献［６，９］给
出的解析表达式结果是一致的．当频率比很大

（ξ＞８０）时，黏着边界力幅比趋向于稳定值Ｒｓｓｂ＝
０．５３７　１．

图２　黏滑边界线（０≤ξ≤１００）

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｕｒｖｅｓ（０≤ξ≤１００）

３４
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图３　黏滑边界线（０≤ξ≤２）

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｕｒｖｅｓ（０≤ξ≤２）

在进行减振设计时，通常采用较大的黏性阻
尼来增强减振效果，但从本节研究结果可以看出，
增大黏性阻尼反而会导致纯滑动运动参数区域减

小．在某些参数条件下，增大黏性阻尼反而会导致
无黏着摩擦系统发生黏着，影响摩擦耗能减振结
构的效果．因此，在进行航空发动机耗能减振结构
设计时，需要综合考虑摩擦阻尼和黏性阻尼．

４．２　超谐共振与凹凸转换特征

在黏性阻尼为０或很小（０≤ζ≤０．２）的欠阻
尼情况下，黏滑边界线在低频范围内（ξ＜０．４）出
现凸凹交替特征，如图３中ζ＝０时的曲线所示．
由响应表达式（２１）可知，位移响应的第ｎ阶

谐波项的幅值可以写为关于频率比ξ的函数

ｘａ，ｎ ＝ （ＰｎＡｎ－ＱｎＢｎ
ｋ

）２＋（ＱｎＡｎ＋ＰｎＢｎｋ
）槡 ２ ＝

（Ｐ２ｎ＋Ｑ２ｎ）（Ａ２ｎ＋Ｂ２ｎ槡 ）
ｋ

（４５）

　　当系统不包含黏性阻尼时，ζ ＝０，利用式
（２０）可以得到

Ｐｎ ＝ １
１－ｎ２ξ

２　Ｑｎ ＝０

ｎ＝１，３，５，… （４６）

　　这样，当ξ＝１／ｉ，ｉ＝３，５，７，…，时，有

Ｐｎ →＋∞　ｎ＝ｉ （４７）

　　同时当ｎ≠ｉ时，Ｐｎ 为有限值，所以

ｘａｎ →＋∞　ｎ＝ｉ （４８）

　　因此无阻尼系统在频率比ξ＝１／３，１／５，

１／７，…，处发生超谐次共振，次共振频率是干摩擦
系统固有频率的奇次分数倍频．
利用式（４６），可以将黏着边界条件式（４４）简

化为

Ｒｓｓｂ＝
［Ｐ１（Ｐ１－１）］２

Ｐ２１＋ －４
（Ｐ１－１）
π ∑

ｎ
Ｐ［ ］ｎ槡

２ （４９）

根据式（４７）和式（４９），当ξ＝１／３，１／５，１／７，…，时

Ｒｓｓｂ→０ （５０）

　　上式说明：当ξ＝１／３，１／５，１／７，…，时，黏着
边界线会无限接近于０，无论摩擦力多么小，黏着
总会发生，这与文献［９］的结论是一致的．因此，无
黏性阻尼时，在这些超谐共振频率比处，黏着边界
线取得局部极小值，这是黏滑边界线出现凸凹转
换特征的原因所在．此特性也可以解释Ｄｅｎ　Ｈａｒ－
ｔｏｇ给出的无黏性阻尼干摩擦振子纯滑动解析解
在上述奇次分数倍频处失效的问题［１６－１７］．
在考虑黏性阻尼的情况下，使得式（４５）中

ｘａ，ｎ取极值的驻点通过下式给出：

ｄ
ｄξ
（Ｐ２ｎ＋Ｑ２ｎ）＝０ （５１）

　　解得有黏性阻尼时超谐共振频率为

ξ＝
１－２ζ槡 ２

ｉ 　ｉ＝３，５，７，… （５２）

　　黏着边界函数式（４４）可以看成关于频率比的
一元函数Ｒｓｓｂ（ξ），可以验证，当黏性阻尼比足够
小时，式（５２）所给出的ξ满足如下极小值条件：

ｄＲｓｓｂ
ｄξ

＝０　ｄ
２　Ｒｓｓｂ
ｄξ
２ ＞０ （５３）

　　黏着边界线在这些超谐次共振频率处取得局
部极小值，如图４中ζ＝０．０５曲线所示．

图４　黏滑边界线 （０≤ξ≤０．４）

Ｆｉｇ．４　Ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｕｒｖｅｓ（０≤ξ≤０．４）

随着黏性阻尼比增大，这些局部极小值逐渐
增大，同时次共振频率对应的边界线凹谷从左至
右依次消失．当黏性阻尼比ζ≥０．１６５　２时，图４

４４
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中黏滑边界线最右侧对应ξ＝１／３的局部极小值
消失，凸凹转换特征消失，黏滑边界线呈现单调变
化．在这些共振频率附近，黏性阻尼增大反而会扩
大无黏着运动的参数范围．这是由于黏性阻尼增
大会抑制对应着次共振的响应项ｘａ，ｎ，导致发生
滑动需要的简谐激励力增大．

５　结　论

针对航空动力机械中常见的摩擦振动问题，
本文推导了对称黏滑响应的级数形式解析解，并
导出了黏滑边界方程．
１）所给出的级数形式解析解能够统一描述
滑动和黏着阶段的运动，具有全局意义．
２）黏性阻尼能够影响黏滑边界，在频率比较
小时影响较为显著．在某些参数情况下，增大黏性
阻尼会导致摩擦减振系统发生黏着，因而需要在
进行航空发动机耗能减振设计时对摩擦阻尼和黏

性阻尼进行综合考虑．
３）当黏性阻尼较小时，黏滑边界线存在凹凸
转换特征，黏性阻尼增加会导致凸凹转换特征消
失．黏着边界线的凹谷（局部极小值点）位于奇次
分数倍频处，对应着摩擦系统的超谐次共振．
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